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Capitolo 1
Limiti

1.1 Definizione di limite e teorema ponte

Lasciamoci alle spalle le successioni e le serie numeriche, pur anticipando che ci
saranno utili da ora in avanti per molte definizioni e collegamenti, ed entriamo in
un altro ambito dell’analisi di funzioni reali a variabile reale: il calcolo differen-
ziale. Nella prossima sezione tratteremo attentamente e profondamente questo
argomento, in questa ci soffermeremo sui limiti di funzioni, pur tenendo presente
il fatto che anche questi rientrano nell’ambito del calcolo differenziale.

Abbiamo gia parlato di limite studiando le successioni reali. In sintesi, cosa vuol
dire passare al limite? Dobbiamo immedesimarci nella funzione e cercare di capire
come questa si comporta in un intorno del punto in cui andiamo a studiare il
limite. Esistono diversi tipi di limite: daremo la definizione generale di limite ed
elencheremo i casi particolari, ricordando che sono anch’esse definizioni.

Definizione (Limite):

Sia f(z) : R — R . Siano I, z9p € Rol, xy = +oo , con la proprieta che
3 un intorno di 29 C D(f) . Diremo che:

2o, [ =1

Se, quando x é sufficientemente vicino xq , allora f(x) é arbitrariamente vicina
a l

Diamo I’elenco infinito dei casi possibili! Enjoy!

1l.xp, L €R

lim f(z)=10seVe>030>0: |z —2o| <d= |f(x)—1I] <e

T—T0

2. 29 =400, leR:

lim f(x)=1I1seVe>03M >0:2>M= |f(z)—1I<e

r—r—+00
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3. 29 = 400, | =+00
xgriloof(x):+ooseVM>0:x>Mé flz) >M
4. g = +00, | = —00
xtlgg)of(x):—ooseVM>O:x>M:> flz) < —M
5. kg = —00, l ER
$E@mf(x):lseVe>03M>O:x<—M:>|f(x)—l|<e
6. zg = —00, | = 400
mli)r_noof(x):—ooseVM>O:x<—M:> flx) < —M
7. x9g=—00, | = —00
r}gr_noof(x):—ooseVM>0::B<—M:> flz) < —M
8. xgeR, | =+00
$li_>r£810f(a:):lseVM>OEI§>O: |z —zo| <6 = f(z)>M
9. 20 € R, [ = -0

lim f(z)=1seVM >030>0: |z —z9| <d= f(x)<-M

Tr—xQ

Effettivamente erano tantini, non chiediamo perdono per il semplice motivo che
la matematica € cosi. Ora, che collegamento esiste tra i limiti di successioni e
limiti di funzioni?
Teorema (ponte):
lim f(z) =1 < Y{zp}nen C R tali che z,, = o, si ha che lim f(z,) =1
T—x0 n

Ovvero che, presa una qualunque successione reale che tenda a xq si ha che f(z;,)
tende a [ . Non forniremo la dimostrazione di questo teorema.

In particolare, tutte le proprieta gia enunciate per i limiti di successioni valgono
anche per i limiti di funzioni (somma, prodotto, ecc..)

1.2 Limiti notevoli

Come abbiamo gia visto per le successioni, spesso calcolare limiti di funzioni puo
non essere cosi semplice. Moralmente, sostituire all’incognita il valore a cui essa
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tende nella funzione é un buon modo di calcolare il limite, salvo perd non incap-
pare in forme indeterminate. A tal proposito, per quanto riguarda le funzioni, &
possibile eliminare la forma indeterminata % poiché, in questo caso, sia il nu-
meratore che il denominatore tendono a far risultare la frazione un infinitesimo.
Lo stesso discorso vale per la forma 3 poiché, come prima, numeratore e deno-
minatore tendono a far risultare la frazione un infinito. Tuttavia restano le gia
elencate forma indeterminate +o00—o00, %, 7 0-00 per le quali non ¢ possibile un
calcolo esplicito. In virtiu di cio si introducono altri elementi, per quanto riguarda
il calcolo dei limiti di funzioni, che semplificano i calcoli e rendono possibile I’an-
nullamento delle forme indeterminate; per questo rimandiamo anche alla sezione
del calcolo differenziale.

Tuttavia, prima di parlare di approssimazione polinomiale o della regola di de
I’Hépital € possibile studiare dei casi particolari di limiti, che sono i limiti no-
tevoli. Attraverso modifiche alla scrittura della funzione, se si pud ricondursi
a questi limiti, & possibile semplificare i calcoli o, addirittura, risolvere forme
indeterminate. Iniziamo a vederne qualcuno.

Teorema

Possiamo dire che il seno di un infinitesimo si comporta come I'infinitesimo stesso,
ovVero:

sin x

z—0 X

Dimostrazione:

Poiché il seno & una funzione periodica, studiamo il caso in cui 0 < z < 27 .
Da un’attenta osservazione grafica della definizione di seno e tangente, risulta
evidente che:

sine <z <tanx

Posso dividere tutti i membri della disuguaglianza per sinx e, ricordando le
relazioni tra reciproci, osservare la conclusione:

x tan x x 1
< =1< <

sinx ~— sinxzx ~ sinx T cosx

x 1 T sinx
@lim<1< - < >:1<, <1l= — 1 quando x — 0
z—0 sinx — cosx sinx T

sinz <z<tanr = 1<

Dal limite del seno si possono determinare altri limiti notevoli.

Teorema

. 1—cosx 1
lim — =3
z—0 X 2

Dimostrazione:
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Lavoriamo prima sulla funzione per ricondurla al limite notevole presente sopra;
possiamo moltiplicare e dividere la frazione per 1 4 cosx e, svolgendo i calcoli

ottenere:
1—cosz (1 —cosxz)(1l+ cosz)

2 22(1 + cos x)

1—cos?x sin? z

22(1 +cosz)  22(1 +cosx)

Passando quindi al limite e ricordando le proprieta delle operazioni:

2

. 1—cosx . sin“ x . 1 . sinx .. sinz 1
lim — = lim S~ = lim -lim -lim =—11=
=0 x =0 22(1 4+ cosx) 2—=01+cosx a—0 = 20 x 2
Allo stesso modo si pud dimostrare (esercizio):
. 1—coszx . 1—cosx
Im ——=0¢ lim—— =0
x—0 \/E z—0 x

Passiamo adesso ad altro tipo di limiti notevoli: funzioni esponenziali e logarit-
miche.

Teorema

et =1
lim
x—0 €T

Dimostrazione:

Per il calcolo di questo limite, dovremo lavorare molto sulla serie numerica equi-
valente all’esponenziale. Come abbiamo nella sezione dedicata alle serie, infatti:

n

o0 o0
exzzx—'é ez—lzz%

k=0 n=1
e’ —1 > gl > z"
= g = _—
x Z n! Z (n+1)!
n=1 n=0

A questo punto, calcoliamo la differenza tra la funzione di partenza e il limite,
ovVero:

e —1 " a1 z" z"
x (n+1)! v (n+1)! v (n+2)! — n!
n=0 n=0 n=0 n=0

O, per rimettere le cose a posto:

e —1 "
1| < - ||
e EED I

Quindi, passando al limite per z — 0 , abbiamo dimostrato che la differenza tra
la funzione e il limite € infinitesima, e possiamo concludere che:
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et -1
lim
x—0 xT

=1

Un altro limite importantissimo ¢ il seguente, che sfrutta il precedente appena

dimostrato.
Teorema
In(1
lim n( +2) =1
x—0 €T
Dimostrazione:
Pongo:
y=e*—1
x=In(y+1)

Quindi il limite, dopo questa opportuna sostituzione di variabili diventa:

. In(1+x) . Y
hm _— = hm _— =
z—0 x y—0 ln(y + 1)

1.3 Continuita di una funzione

Parliamo adesso di continuitd di una funzione, studiando i limiti. Per fare cio
dobbiamo prima di tutto definire due nuovi tipi di limite, che sono casi particolari
della definizione generale.

Definizione (Limite destro e sinistro):
Sia f(z) : I C R — R una funzione; siano xp € R, | € R o [ = £00 . Diremo che:

o lim, St f(z se, a patto di essere sufficientemente vicino a zy da

DESTRA flz) e arbltrarlamente vicina a [

I—)I

) =
(
e lim f(z) = 1 se, a patto di essere sufficientemente vicino a zy da
SINITRA f(z) € arbitrariamente vicina a !

Da cui un teorema tanto immediato quanto banale (magari anche inutile, ma
nulla é inutile in matematica).

Teorema

Sia f(x): I C R — R . Allora:

lim f(z)=1 =13 lim, f(z) =

T—T0 :p%xo
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La dimostrazione & banale e non la forniremo.
Diamo a questo punto la definizione di continuita.

Definizione (Continuita):
Sia f(z): I CR— R, con zp € I . Diremo che f(x) ¢ continua in zy se:

3 lim f(z) = f(zo)

T—T0

Ovvero Ve > 035 > 0: |z — o] < d = |f(x) — f(xo)| < €.
Definizione (Uniforme continuita):

Sia f(x) : I - R, I C R sidice che la funzione ¢ uniformemente continua
in I se:

Ve>0 30>0: Va,oe € I: |z1—x2| <d= |[f(x1) — f(z2)] <€

Per quanto riguarda lo studio della continuita, I’algoritmo da iterare ogni volta é
lo stesso:

1. Vedere se la funzione € definita nel punto, e calcolarne il valore;
2. Calcolare limiti destro e sinistro e vedere se sono finiti e coincidenti;

3. Se i limiti coincidono col valore della funzione nel punto, essa é continua
nel punto, altrimenti nisba.

1.3.1 Punti di discontinuita

E importante adesso parlare di punti di discontinuita. Se, sfruttando 1’algorit-
mo precedente, si trovano alcuni punti di ritorno, ovvero i limiti destro e sinistro
non sono finiti o essi non sono uguali al valore della funzione, ci si trova davanti
a dei punti di discontinuita. Esistono in generale due tipi di discontinuita, che
possono diventare tre osservando vari cari del secondo.

Definizione (Discontinuita di primo tipo (eliminabile)):
Ci troviamo davanti ad un punto di discontinuita del primo tipo se:

3 lim f(z) # f(x0)

T—T0

Questo tipo di discontinuita si chiama eliminabile perché, spesso, basta ridefinire
la funzione meglio per eliminarlo. O spesso si é definita la funzione da ubriachi
ed é venuta fuori una cosa divertente. Facciamo un esempio per entrambi i casi.

Esempio:
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sin x

Un esempio di funzione che puo essere resa continua ridefinendola ¢ f(r) = *2

. Sappiamo infatti che:

. sinxzx
lim =1
z—0 X

Ma si osserva che, da destra e da sinistra, la funzione tende a 0 in zg = 0 . Quindi
possiamo ridefinirla come segue per renderla continua in g =0 :

Si% per z # 0
flz) =
0 perxz=0

Esempio:

Per quanto riguarda invece gli errori di definizione della funzione, ovvero definirla
da ubriachi (si consiglia di non farlo), un esempio ¢ il seguente:

22 per x # 1

f(x) = { Ye-7
3mv/3e—1 per

& ovviamente facile correggere questo errore e porre f(z) = 22 Vo € R .

r=1

Cambiamo tipo di discontinuita e passiamo al secondo tipo: questo caso & piu
tragico e, a differenza di prima, non & possibile correggerlo in alcun modo senza
intaccare la funzione.

Definizione (Discontinuita del secondo tipo):
Ci troviamo davanti ad un punto di discontinuita del secondo tipo se:

3 lim f(x)

T—T0

Possono esserci due casi: o uno tra i limiti destro e sinistro ¢ infinito (o entrambi),
oppure sono entrambi finiti ma non coincidenti. Nell’'ultimo caso parleremo di
salto della funzione, che calcoliamo con:

5= lim+ f(z) — lim+ f(z)

I—)CEO I—)CEO

1.4 Teoremi dei valori intermedi e esistenza degli zeri

Passiamo adesso a dimostrare i teoremi sulle funzioni continue. Per farci un’idea:
le funzioni continue sono tante e diverse. Le costanti, le rette, i polinomi, i lo-
garitmi, gli esponenziali, le funzioni goniometriche sono tutte funzioni continue.
Inoltre, somma, differenza, prodotto e rapporto di funzioni continue sono anch’es-
se funzioni continua, prestando attenzione al rapporto e al campo di esistenza del
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denominatore. Ci sono diversi teoremi sulle proprieta di queste funzioni, tuttavia
dobbiamo fare un passo indietro alla teoria dei numeri reali.

Nell’esporre i reali abbiamo parlati degli assiomi da cui partire per costruire
la teoria dell’analisi; tra questi, abbiamo enunciato I'importantissimo assioma
degli intervalli incapsulati, che affermo che, dati:

In O Inp1 D Inyo- -

Intervalli in R , allora possiamo dire che la loro intersezione & diversa dall’insieme
vuoto, ovvero:

() 1n #0

neN

Da questo assioma si ricava una proprieta importantissima.

Teorema (Proprieta degli intervalli):
Siano

I, = [an,by] CR
Intervalli dell’insieme dei reali con queste due caratteristiche:

(1) I, D In+1 = a, < Anp+1 < Ap42 - < "'bn+2 < bn+1 < bn
(ii) lim b, —a, =0
n—o0
Allora diremo che la loro intersezione ¢ vuota:
dxg € m 1,
neN

E inoltre gli estremi tendono al punto xg :

an — T

bn—>{L‘0

Dimostrazione:

Supponiamo che xg,z1 € (), In ; prendiamo per esempio il caso in cui zg < z7 .
Avremo che:
0<z1—20< by —ay

Passando al limite per n — oo , avremo che:

0§:L‘1—$0§0

Ovvero zg € unico.
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Inoltre, ¢ vero che a<zy < by, , quindi:

an — Gp < x9 — ap < b, —a, = passando al limite 0 < zg —a, <0

Quindi, a,, — x¢ . Ma posso scrivere b, = b, — a, + a, e, passando al limite,
osservo che, cosi come a,, — g , anche b, — xg .

Questa proprieta ci sara fondamentale per i prossimi teoremi.

Teorema (dei valori intermedi):

Sia f(z) € C(la,b],R) ; sia inoltre n € (f(a), f(b)) . Allora possiamo dire che
esiste almeno un punto dell’intervallo [a, b] tale che f(xg) =7 :

Jxg € [a,b] : f(zo) =7

Si osservi brevemente la scrittura f(z) € C([a,b],R) . Essa si legge come f(x)
appartiene alle funzioni continue che vanno da un intervallo [a,b] in R e la
useremo spesso d’ora in avanti come notazione.

Dimostrazione:

Sia f(a) < f(b) . Dividiamo l'intervallo [a, b] in due intervalli di lunghezza uguale:

[a, %E°] e [%£2, 0] . 7 si trovera tra i valori della funzioni dei due estremi di uno

solo dei due intervalli. Quindi:

e Se f (“TH’) =1, é dimostrato il teorema;
o se f (aT*'b) < n , chiamo I = [aT*'b,b] ;

e se f(%rb) > , chiamo I; = [a, %] .

Avremo a questo punto un intervallo I; e posso iterare il processo fatto finora
all’infinito, ottenendo intervalli con le seguenti proprieta:

[ ] InDIn+1;
o flan) <n < f(bn);
° bn—an:b";%%()quandon%oo,percuian, b, — xo -

Posso quindi dire che esiste ed é unico un punto appartenente all’intersezione tale
che si trovi sempre tra gli estremi di ogni intervallo, ovvero:
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flan) <n < f(bn)

Osservo che f(a,) — f(xo) e f(bn) — f(z0) quando n — oo , ne consegue che:

f(zo) <n < f(xo) = flxo) =n

Come volevasi dimostrare.

Questo teorema ha importanti conseguenze; il fatto che una funzione continua
assuma tutti i valori compresi tra i valori della funzione agli non esclude che possa
anche andare oltre l'intervallo (f(a), f(b)) , solo che non sempre accade; invece,
accade sempre che i valori intermedi siano tutti assunti dalla funzione, com’e
intuitivamente comprensibile immaginando il grafico di una qualunque funzione
continua.

Teorema (di esistenza degli zeri):

Sia f(x) € C([a,b],R) ; sia inoltre f(a)- f(b) < 0, ovvero uno dei due estremi
sia negativo. Possiamo allora affermare che la funzione si annullera in almeno un
punto:

dxg € [a,b] : f(xo) =0

Questo teorema € una diretta conseguenza del precedente; la dimostrazione &
simile a quella precedente ed ¢ lasciata per esercizio.

Corollario (del punto fisso):

Sia f(z) € C([a,bl,[a,b]) ; allora esistera almeno un punto la cui immagine & se
stesso:

Jdzg € [a,b] : f(xo) = x0

Anche per questo corollario non forniremo la dimostrazione poiché diretta conse-
guenza del precedente.

Teorema
Sia f(z) € C([a,b],R) . Allora:

f(z) invertibile = f(x) é strettamente monotona
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1.5 Teorema di Welierstrass

Stiamo procedendo bene verso la chiusura di questa sezione. Abbiamo definito il
limite, parlato di continuita e abbiamo elencato e dimostrato diverse proprieta
delle funzioni continue. In quest’ultimo capitolo affronteremo il teorema fonda-
mentale sulle funzioni continue e poi faremo un piccolo passo indietro, alla teoria
degli insiemi numerici.

Teorema (di Weierstrass):
Sia f(x) € C([a,b],R) . Allora essa ammettera massimo e minimo:

Jdmin, max f(x
[a,b]  [a,b] f( )

In questo teorema ¢ fondamentale un’ipotesi, oltre alla continuita: che la funzione
sia definita su un intervallo chiuso e limitato. Qualora cid non fosse, il teorema di
Weierstrass perde immediatamente di veridicita. (Esempio: Inz in (0, 1] non ha
minimo).

Dimostrazione:

Dimostreremo il caso del massimo; per il minimo il procedimento é analogo.
Chiamo, per comodita,

© :=sup f(z)
[a.,b]

Divido l'intervallo [a,b] in due intervalli di lunghezza uguale, cercando © . Il
processo é esattamente identico a quello fatto nella dimostrazione della proprieta
dei valori intermedi. Otterremo degli intervalli I,, = [ay, b,,] con diverse proprieta:
I, D I,41, la loro intersezione non é vuota ed & presente un elemento xg in esso
a cui gli estremi tendono e, quindi, avro trovato il mio © ricercato. Arrestiamolo.

Poiché f(x) é continua in tutto I'intervallo, sara continua anche in zg ; sia € > 0

36 >0:x0 € (vo—0,m0+06) = f(zo) —€e < f(z) < f(zo) + €

Osserviamo che, definitivamente, poiché gli estremi tendono al punto x :

an, by € (xg — 6520 +90) = I, C (xg — 0320 + )

Definitivamente questo si traduce dicendo che f(zy + € ¢ un maggiorante di I,
, quindi:

f(xo) + € maggiorante = O < f(xg) + €

Quindi © ¢ finito e reale.

C’¢ un’altra osservazione da fare: xy € I,, ma, per la definizione di © , sappiamo
che f(xzg) < © . Ricapitolando tutte queste conclusioni:
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f(z0) <O < f(z0) + €= O = f(20)

Ed é esattamente il massimo della funzione, come volevasi dimostrare.
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Capitolo 2

Calcolo Differenziale

2.1 Definizione di derivata

Lo scopo del calcolo differenziale € quello di studiare il comportamento delle
funzioni e le loro variazioni intorno ad uno o pitt punti. Gia utilizzate da Leibniz
e Newton, la definizione rigorosa di derivata e lo studio del calcolo differenziale
si sviluppano a Parigi nel XIX secolo.

Il problema sorge quando si cerca di approssimare il valore che la funzione as-
sume in un punto di cui non conosciamo l’esatto valore numerico, per esempio
e™ ; attraverso studi di variazione, si arriva, attraverso il calcolo differenziale,
ad approssimare al meglio la funzione con altre gia note, i polinomi, riuscendo a
calcolare con un errore relativamente piccolo il valore cercato.

Definiamo immediatamente gli elementi fondamentali del calcolo differenziale.

Definizione (Rapporto incrementale):

Sia f(z) una funzione definita in almeno due punti zg,z; . Si definisce rapporto
incrementale:

f@1) = f(o)

1 — X0

Osservazione Il rapporto incrementale coincide con la pendenza della retta se-
cante passante per i punti zg,z; . Dimostriamolo. Data 1’equazione della retta
passante per due punti:

r — Xy o y_f(l’o) con . .
21— 2 fla1) — f(z0) f(@1) # f(x0)

Calcoliamo quindi la retta passante per Py = (zo; f(x0)) e P1 = (z1; f(x1)) :

y = flzo) + [W] - (z — )
y= [f(xl)_f(xo)} - [f(f”l)_f(“f())

r1 — o xr1 — o

]'$0+f(~’f0)
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Si noti che, appunto, la pendenza della retta coincide col rapporto incrementale

f(x+h)

secant

/% f(x)

\J

Possiamo ora definire I’ente fondamentale del calcolo differenziale, che descrive la
variazione istantanea della funzione.

Definizione (Derivata):
Sia f(z) : I CR—R conxg € I; f(z) si dice derivabile in x( se:

Jfinito lim 7f(x) — f(wo)
T—To T — X

o lim f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h

=: fl(z) eR

Le due scritture sono equivalenti; f’(x) si dice derivata prima di f(x) e corri-
sponde alla pendenza della retta tangente a f(x) in xg .
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I
|
x x+h" x+h' x+h

Osservazione E fondamentale che il limita esista e sia finito: se limite destro e
sinistro non coincidono, o almeno uno dei due &€ £oo , la funzione non é deriva-
bile in quel punto. Per come ¢ definita, la derivata é la miglior approssimazione
possibile della funzione vicino al punto. Inoltre, la derivata prima ci fornisce fin
da subito diverse informazioni riguardanti ’andamento della funzione: indicando
la pendenza della tangente, piu il valore é alto, pit velocemente la funzione stra
crescendo; al contrario, pit il valore ¢ basso, pitt velocemente sta decrescendo. E
immediato notare che, se la derivata prima é positiva, la funzione cresce nell’in-
torno del punto considerato, mentre se ¢ negativa decresce. Non possiamo ancora
dire nulla quando la derivata prima ha valore nullo.

Teorema
Se f(z) ¢ derivabile in z¢ , = f(z) & continua in x

Dimostrazione:

Utilizziamo la definizione di continuita:

f@1) = flwo)

lim [f(z1) — f(zo)] = lim (21— 10) = F'(@)]ag 0=0eR
T1—T0 z1—20—0 T1 — X0 —— —
=0 esiste finito per ipotesi

=f'(z)

Abbiamo moltiplicato e diviso per (x1 — xo)

Dunque la funzione é continua in xg

2.2 Punti di non derivabilita

Dalla definizione di derivata abbiamo visto che il limite deve esistere ed essere
limitato affinché la funzione possa essere derivabile nel punto. Ci sono ovviamente
casi in cui cid non avviene e la funzione risulta non derivabile in un intorno del
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punto. In punti di non derivabilitd sono diversi e li studiamo caso per caso, a
seconda di come si presenta il limite della derivata prima. Da questo elenco é
escluso il caso in cui la funzione non sia definita nel punto e il limite della derivata
prima ¢ infinito: gli asintoti verranno studiati pit avanti in questa sezione.

1. Punto angoloso

Definizione (Punto angoloso):

Supponiamo esista e sia finito il limite della derivata prima in zy , ma sia presente
la seguente situazione:

lim f'(z) = -1
T—=T
lim f'(z) = +1
=z

Diremo che xy é un punto angolo.

Un esempio di punto angolo & xo = 0 per f(z) = |z|

y T &
+1.5
11
fiz) = Izl
+8.5
2 -1 1 2
r—A.5

2. Cuspide
Definizione (Cuspide):

Supponiamo il limite della derivata prima esista e non sia finito e sia presente la
seguente situazione:

lim f'(z) = —o0
=Ty

lim f'(z) = 400
z—ag

Diremo che xg € una cuspide.

Osservazione Per esserci cuspide, la funzione deve essere definita in xg e i limiti
della derivata prima devono essere infiniti e discordi.

Un esempio di cuspide & zg = 0 per f(z)\/|z] .
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A

X0

3. Flesso a tangente verticale

Definizione (Flesso a tangente verticale):

Supponiamo il limite della derivata prima esista e non sia finito e sia presente la
seguente situazione:

lim f'(z) = +o0

I‘)ﬁo

lim f/(x) = 400
z—ag

Diremo che xy & un punto di flesso a tangente verticale.

Osservazione A differenza della cuspide, in questo caso gli infiniti del limite
destro e sinistro devono essere concordi; in particolare, come vedremo successi-
vamente, se il limite ¢ —oo la funzione é decrescente in xg ; se invece ¢ +oco , la
funzione sara crescente.
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m,= undefined

fc)t

2.3 Calcolo di derivate

Data la definizione di derivata, possiamo sfruttarla, applicandola, per ottene-
re quelle che sono conosciute come regole di derivazione. Nei seguenti teoremi
abbrevieremo con RdD l’espressione regola di derivazione.

Teorema (RdD per la somma):

Siano f(x),g(z) due funzioni derivabili in x . Si ha:
D[f(z) + g(z)] = f'(z) + ¢'(z)

Dimostrazione:

Applichiamo la definizione di derivata:

o @ D) + @+ )]~ [f@) +9@)] _ [ flath) ~ @) | gla+h)—g()
h—0 h h—0 h h
flx+h) = f(z) g(xz +h) —g(z)

IERT . _pl /
= Jim, 7 + lim 2 = @) +g()

Teorema (RdD per il prodotto con una costante):

Sia f(x) una funzione derivabile in x e sia k € R una costante reale. Si ha:

D[k - f(z)] = k- f'(x)
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Dimostrazione:
Applichiamo la definizione di derivata:

kS h) K@) K )~ )
h—0 h h—0 h h—0

Questi due teoremi sono le due regole fondamentali di derivazione; si noti che la
derivata & applicazione lineare.

Procediamo ora a calcolare le derivate di funzioni note.

Teorema (RdD per la costante):
Sia f(z) =k € R . Si ha:

Dk=0 VzeR

Dimostrazione:

Applichiamo la definizione di derivata:

lim k=k _ 0
h—0

Teorema (RdD per la potenza):

Sia f(x) = 2%, « € R la nostra funzione; si ha:

Dimostrazione:

Applichiamo la definizione di derivata:

o (e} _ . _ a—1
lim (@)? = a? = lim (21 =) - (21 = @) = lim (z; —2)*"!
T1—T 1 — X 1T 1 — T1—T
—xliinxx? Y42z + 2 P =a !
1

1

Si osservi che, quando x1 — x tutti i prodotti diventano della forma x“~" , che

sono in particolare esattamente «

Osservazione La derivazione della potenza vale anche per valori di o negativi,
razionali o irrazionali (es. nt); si ha quindi (lo si provi):
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1
D-=——
T x2
1 3 1
D 7 =57
23 7 /210
Teorema (RdD per 'esponenziale):
Abbiamo f(z) = e” ; si ha che:
De® =¢”
Dimostrazione:
Applichiamo la definizione:
etth et et el — et el —1
lim ———— = lim ———— = lim ¢* - =e"
hs0 h B0 h o © h c

Si noti il limite notevole all’ultimo passaggio

Osservazione Il fatto che la derivata dell’esponenziale sia 1’esponenziale stessa
induce ad un’importante conclusione: ’esponenziale cresce come se stessa; cio
induce ad affermare che sia una delle funzioni dalla crescita piu rapida all’infinito,
cosa che verra poi dimostrata in seguito.

Teorema (RdD per il seno):
Sia f(z) =sinz . Si ha:

Dsinx = cosx

Dimostrazione:
Applichiamo la definizione di derivata:

sin(x + h) —sinz

li =
B0 h
. sinz-cosh+cosz-sinh—sinz . sinz(cosh—1) sinh
lim = lim + ©COST =
h—0 h h—0 h h
: L
lim 2ot (cosh — 1) + lim MUY cosw =0+ cosz-1=cosw
h—0 h—0 h

Teorema (RdD per il coseno):
Sia f(z) = coszx . Si ha:

Dcosx = —sinz
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Dimostrazione:

Applichiamo la definizione di derivata:

cos(x + h) — cosx . cosx-cosh —sinx-sinh —cosx
= lim
h—0 h h—0 h
) cosh—1 . . sin h
=limcosx - — — limsinx - =0—sinx-1=—sinx
h—0 h h—0

Osservazione 1l legame tra le funzioni seno e coseno attraverso 'operatore de-
rivata non deve sorprendere; ¢ noto infatti che il coseno ¢ una traslazione di §
verso destra della funzione seno. Dedurre le ultime considerazioni.

Teorema (RdD per il logaritmo):
Sia f(z) =Inz . Si ha:

1
Dlnz = —

8

Dimostrazione:

Applichiamo la definizione di derivata:

oy @ R) —Ina In(2th)y  In(14 L)
h—0 h h—0 h h—0 h

Applicando un opportuno cambio di variabile:

—h
Tz
1 _ 1
h = at

Possiamo riscrivere il limite come segue e, ricordando i limiti notevoli:

1 In(1 1
o L.+t

. In(1+1¢)
hm —_— =
h—0 x-1 h—0 T t x

Osservazione Che la derivata del logaritmo sia definita per x # 0 é in accordo
con il dominio del logaritmo, ovvero = > 0 .

Dopo aver ottenuto le regole di derivazione di funzioni note, passiamo a sfruttare
la definizione per ottenere regole di derivazione di relazioni tra funzioni. Abbiamo
gia visto, a inizio capitolo, la derivazione della somma; vedremo di seguito le altre
relazioni fondamentali mancanti.

Teorema (Regola di Leibniz per la derivazione del prodotto):

Osservazione preliminare Si é preferito attribuire la giusta paternita di tale
regola a Gottfried Leibniz invece che chiamarla genericamente regola di deriva-
zione.
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Siano f(x), g(z) due funzioni derivabili in xo . Si ha:
D[f(x) - g(x)] = f'(x) - g(x) + f(z) - g'(x)

Osservazione preliminare Questa formula é di importanza fondamentale per
il calcolo integrale, come vedremo nella prossima sezione.

Dimostrazione:

Applichiamo la definizione di derivata:

fl@+h)-g(z+h) - [f(z)- 9(z)

lim =
h—0 h
o S h) gla k)~ [(2) (o) + S+ ) gla) — S h) - go)
h—0 h
= lim (o4 ) LEEPIZIC) g FEXRZTE o) = ) - gta) + () - o )

Abbiamo aggiunto e sottratto al numeratore f(z + h)g(x) e messo in evidenza
per ottenere la formula finale.
Teorema (RdD per il rapporto):

Osservazione Seppur logicamente esatta, un figlio non & la giusta derivata di
un rapporto.

Siano f(x), g(z) due funzioni derivabili, con g(z) # 0, Vz € R. Si ha:

Dimostrazione:

Applichiamo la definizione di derivata:

L [feth) SO ok o) Salla )
(v)

hsoh |glz+h) gz h—0 h-g(z)g(x+h)
o F hg(a) — @)g(@) + F@)glw)  f)gle+b)

h—0 h-g(z)g(z+h)
_ 1 (S +h) - fz) _ (. 9 —g(@)
_ilzlg%) g(x)g(z + h) [ h (@) = /() h
_f'(@)g(z) — f(x)g'(x)

Osservazione Utilizzando la formula di derivazione del rapporto, possiamo cal-
colare D tanx :

cos?z + sin? z 9 1
——5 = l+ttan"z=—
cos®x cos*
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Teorema (RdD per la funzione composta):

Siano f(z), g(z) due funzioni derivabili. La loro composta f[g(x)] é derivabile e
vale:

2.4 Teorema di Lagrange

Dalla definizione di derivata abbiamo visto come essa descriva 'andamento ge-
nerico di una funzione nell’intorno di un punto; tuttavia, come abbiamo visto,
quando f/(z) = 0 non si puo dire apparentemente nulla sull’andamento della
funzione intorno a quel punto. Possiamo pero definire il seguente ente e trarne le
conclusioni.

Definizione (Punto stazionario):
Sia f(x) derivabile e sia xy un punto nel dominio della funzione tale che f’(z) =0
. Diciamo che xq & punto stazionario”

In generale, possono essere due i casi in cui la derivata prima puo essere nulla:
quando si un punto di estremo relativo oppure in caso di flesso a tangente oriz-
zontale. I due casi si distinguono studiando il segno della derivata prima: se la
derivata cambia segno nel punto xg , vuol dire che si ha un estremo relativo; se il
segno resta concorde sia prima che dopo x vuol dire che x( € un flesso a tangen-
te orizzontale o, pitl semplicemente, flesso orizzontale. I punti di flesso verranno
studiati pit attentamente nel prossimo capitolo, quando studieremo le caratteri-
stiche delle derivata successive di una funzione. In questo capitolo ci limiteremo
a studiare le proprieta della derivata prima, enunciando e dimostrando uno dei
teoremi pitl importanti del calcolo differenziale.

Abbiamo parlato di estremi relativi, senza pero definirli. Iniziamo dal colmare
questa lacuna.

Definizione (Estremo relativo):

Sia f(z) una funzione derivabile. Diremo che z( & massimo relativo (rispetti-
vamente, minimo relativo) se, preso I € R un intorno di zy vale:

flx) < f(zg) Vxel

Ricordando le definizioni di massimo e minimo assoluto, si pud notare che en-
trambi sono punti di estremo relativo; in questo caso particolare, parleremo di
estremo assoluto nel dominio di f(z) . Da quel che abbiamo detto, si pud notare
che 1 punti di estremo relativi sono anche punti stazionari per la funzione. Inizia-
mo ad avere una maggiore conoscenza di come studiare il comportamento di una
funzione, ma andiamo adesso ad enunciare un teorema importantissimo.




Capitolo 2. Calcolo Differenziale 24 /) 58

Teorema (di Lagrange):

Sia f(x) una funzione definita e continua in un intervallo [a,b] , e derivabile in
(a,b) . Allora esiste almeno un 1 € [a, b] tale che:

Dal punto di vista grafico, cio significa che, nell’intervallo di definizione della fun-
zione esistera almeno un punto (possono ovviamente essercene pitt di uno) in cui
la tangente al grafico é parallela alla retta passante per gli estremi dell’intervallo.
Per una pitt chiara comprensione:

Secante

.....
‘e

Tangente a c

Y
(o)
=y

La dimostrazione di questo teorema prevede 1'utilizzo delle ipotesi di un altro
teorema, che ora dimostreremo.

Teorema (di Rolle):

Sia f(z) definita e continua in un intervallo [a, b] e derivabile in (a,b) , tale che
f(a) = f(b) . Allora esiste almeno un punto ¢ € (a,b) tale che:

fle)=0

Osservazione preliminare Intuitivamente, se una funzione assume lo stesso va-
lore agli estremi dell’intervallo vuol dire che, nell’intervallo, ci deve essere almeno
un punto di estremo relativo. Dimostriamolo rigorosamente.

Dimostrazione: (del Teorema di Rolle)
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Le ipotesi del teorema ( f continua sul compatto [a,b] ) soddisfano quelle del
teorema di Wierestrass, per cui la funzione assume massimo e minimo assoluto
nell’intervallo [a, b] . Definiamo quindi:

M = max f(z
nas f(x)

m = min f(x
i f(2)

Distinguiamo due casi.

Se M = m , avremo che la funzione & costante, e quindi avremo anche f(a) =
M = m = f(b) ; la derivata di una costante ¢ sempre nulla, quindi la tesi ¢
dimostrata.

Se M # m , possono esserci vari casi. Prendiamo come esempio quello in cui sia
presente un solo punto di massimo, f(¢) = M e che il minimo coincida con il
valore assunto agli estremi dell’intervallo (in tutti gli altri casi la dimostrazione
¢ analoga). Avremo quindi che:

fla) =f) < f(z) < flp) =M V€ la,b]

E quindi:

xr—

D1 S 0 v <

{f(w)f(so) <0 Voo
T—p

Passando al limite per x — ¢ da sinistra e da destra, che esistono e coincidono
per ipotesi di derivabilita, abbiamo che:

f'(x) Z;gw <0
o) — i T@ =T

T r—

Abbiamo che

0< fl(z) <0

Da cui la conclusione.

Per comprendere meglio graficamente la situazione che si sta analizzando, si pud
far riferimento alla seguente immagine:
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A

Ovviamente, la funzione puod non essere definita su un intervallo, bensi su unione
di intervalli o, come il caso della figura, su tutto I'insieme dei reali. Si puo operare
sul dominio per farlo coincidere con le ipotesi del teorema per poi applicarlo. Come
abbiamo appena visto € infatti essenziale al fine della validita del teorema che si
lavori su un insieme compatto, quindi in R su un intervallo chiuso e limitato.

Passiamo alla dimostrazione del Teorema di Lagrange.
Dimostrazione: (del Teorema di Lagrange)

Sia f(x) definita e continua in [a, b] e derivabile in (a,b) . Definiamo la seguente

funzione: ) — fla)
— f(a
o) = f(z) — fla) - T =T ()
Tale funzione rappresenta la distanza verticale tra il grafico di f(z) e la retta

secante passante per i due estremi. Notiamo che ¢(x) ¢ continua e derivabile
negli intervalli chiuso e aperto; inoltre abbiamo che:

6(0) = f(@) ~ (@) - 1O D g 0
6) = 70) — 7o) - T =L gy =

Quindi ¢(z) soddisfa tutte le ipotesi del Teorema di Rolle, ed esistera un valore
Y € (a,b) tale che ¢'(1)) = 0 . Abbiamo quindi che:

o) =11~ TG0 o g =0
B e (@) Sy =0T

Come volevasi dimostrare.

Detto questo, non possiamo fermarci qui; il teorema in sé e per sé potrebbe
addirittura sembrare completamente inutile allo scopo dello studio differenziale,
questo da una prima occhiata. In realta, il teorema di Lagrange é tutt’altro che
innocuo, anzi: ¢ uno strumento potentissimo che ci permette, fin da subito, di
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analizzare alcuni comportamenti delle funzioni a seconda di come si comportano
le derivate prime. Vediamo, quindi, le conseguenze del teorema di Lagrange
e come queste siano fondamentali nello studio di funzioni.

Teorema
Sia f(z) continua in [a, b] e derivabile in (a,b) . Se

f'(x) >0 Vx e (a,b)

Possiamo affermare che f(z) é strettamente crescente in (a,b) .

Ne abbiamo gia parlato di questa caratteristica della derivata prima, ma adesso
possiamo dimostrarla rigorosamente sfruttando il teorema di Lagrange.

Dimostrazione:

Per ipotesi, la derivata prima é strettamente positiva in tutto 'intervallo di de-
finizione; prendiamo due punti x,z9 € (a,b) tali che x; < x9 . Per il teorema di
Lagrange esiste ¢ € (x1,22) C (a,b) tale che:

fx2) = fl@1) = f'(¥) - (2 — 1)

Ma, dato che per ipotesi f/'(z) > 0, il termine al secondo membro & positivo e,
per essere soddisfatta la relazione, ne consegue che:

f(x2) > f(z1)

Allo stesso modo si dimostra l'inverso, ovvero che se la derivata prima é stret-
tamente negativa nell’intervallo di definizione, la funzione ¢ strettamente decre-
scente. Continuiamo su questo ritmo e dimostriamo rigorosamente qualcosa che
avevamo gid detto in precedenza.

Teorema
Sia f(z) continua in [a, b] e derivabile in (a,b) . Se

f'(z) =0 Vz € (a,b)

Possiamo affermare che f(x) é costante in (a,b) .
Anche questa volta, nulla di nuovo per noi; procediamo con la dimostrazione.
Dimostrazione:

Prendiamo due punti x1, 22 € (a,b) ; per il teorema di Lagrange esiste un punto
Y € (z1,22) C (a,b) tale che:

flz2) = f(z1) = f'(¥) - (22 — 21)

Per ipotesi la derivata prima é sempre nulla, ne consegue che:

f(x2) = f(21)
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Arriviamo infine ad una proposizione particolarmente importante: sfruttando
per 'ennesima volta (e non sara l'ultima) il teorema di Lagrange, studiamo la
derivabilita nell’intorno di un punto tramite i limiti della derivata.

Proposizione

Siaxg € R, ¢ > 0;sia f(x) continua e derivabile in (zg—J, z9+0) . Supponiamo
che esistano e siano finiti i limiti destro e sinistro della derivata prima:

lim f'(z)=1F, 1€R
T toa:a:
Allora f(x) & derivabile in zq se e solo se [T =1~
Dimostrazione:

Sfruttiamo ancora una volta il teorema di Lagrange:

f@) = flzo) _ {f’(i—) sex <y, (v< & <)

T — T f'(&y) sex>my, (<& <o)

Dove &+ sono punti compresi in (z, o) . Passando ai limiti da destra e da sinistra,
per x — xq , che sappiamo esistere ed essere limitati, otteniamo:

im LB =@ ey 2
Ty T — o T—Ty
i ST = e e =t

Ricordiamo che, per ipotesi, f(x) ¢ derivabile in tutto l'intorno di xg , quindi,
dalla definizione di derivata, ne consegue che

=1

2.4.1 Approssimazione dell’errore

Fin qui, il nostro utilizzo indiscriminato del teorema di Lagrange non ha fatto al-
tro che confermare osservazioni gia precedentemente fatte. E arrivato il momento
di sfruttare completamente quest’arma per iniziare ad avere un’idea piu chiara
di come si lavora nel calcolo differenziale e di come si puo, al meglio, sfruttare le
derivate e le loro proprieta per calcoli approssimativi di valori di funzioni.

Partiamo con un problema generico che spesso pud capitare: dover calcolare il
valore di una funzione in un punto. Prendiamo per esempio il caso in cui volessimo
calcolare il valore di tan(%) . Come procedere? Dalla definizione di derivata,
possiamo pensare di approssimare il valore della funzione nel punto con quello
della sua retta tangente nel punto, ovvero:
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f(@) ~ f(xo) + f'(z0)(z — 20)

Che errore, perd, andiamo a commettere compiendo questa approssimazione?
Supponendo che f(x) sia derivabile due volte nell'intervallo, con |f”(x)| < M
ovvero derivata seconda limitata, quello che vogliamo calcolare ¢ il valore di

R(z,20) = f(x) — f(x0) — f'(z0)(x — 20

Applicando il teorema di lagrange, preso un punto £ € (x,zp) , otteniamo:

r(@,z0) = f/(€)(x — 2 :0) = f'(wo)(x — x0) = [f'(€) — f'(w0)](x — o)

Applichiamo ancora una volta il teorema di Lagrange, stavolta prendendo ( €
(&, zp) otteniamo:

R(z,z0) = f"(¢)(€ — o) (= — x0)

Cio che dobbiamo calcolare ¢ il valore assoluto di questa quantita; avendo per
ipotesi la derivata seconda limitata, osserviamo anche che |§ — x| < |z — o]
possiamo stimare 1’errore come:

R(z,z0) = | f"(Q)II€ = wol |z — zo| < Mlz — aol?

2.5 Derivate successive

Abbiamo visto come, applicando la definizione di derivata, si ottenga una funzione
che esprima la velocita con cui la funzione varia nell’intorno del punto. Ma cio
che esprime la velocita &, appunto, una funzione, e non c¢’é¢ nulla che ci vieti di
poter studiare questa a sua volta. Applicando quindi nuovamente la definizione,
otteniamo la derivata della derivata, che suona brutto di per sé, e chiameremo
quindi derivata seconda.

Definizione (Derivata seconda):

Sia f(x) continua e derivabile nell'intervallo chiuso e aperto [a,b] con Df(x) =
f/(x) . Si definisce, se esiste ed ¢ limitato, derivata seconda di f(z) il limite:

!/ !/
. J'(x) — f(xo /
T—T0 r — X
Intuitivamente, non c¢’é nulla di nuovo in questo. La derivata seconda pud a sua
volta essere derivabile e cosi via, fino all’infinito, se possibile. Si utilizza la seguente
notazione per indicare le varie derivate di una funzione:
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f(z) funzione

f'(x) derivata prima

1" (x) derivata terza

)
)
f"(x) derivata seconda
)
£ () derivata quarta

7 (z) derivata n-esima

Esistono funzioni derivabili una volta, due volte, infinite volte, mai ecc. Si utilizza
la seguente notazione per descrivere la derivibalita di una funzione, con I C R
intervallo aperto e n € N :

C(I) = C°(I) := (funzioni continue in T )
cHI) =
C™(I) := (funzioni derivabili n volte in I con f™ e C(I) )

C*°(I) := (funzioni infinitamente derivabili in I )

(funzioni derivabili in I con f'(x) € I)

Ma, oltre a questo, nello studio di funzioni ¢’¢ un vantaggio particolare a procedere
oltre la derivata prima. Studiamo la convessitd e concavita di una funzione e
vediamo come calcolarla.

Definizione (Funzione convessa):

Una funzione si dice convessa se, presi due punti 1, z2 € [a, b] tali che 1 < x2 ,
si ha che:

Af(1) + (L= A) fx2) 2 f(Azr + (1 — N)wa)
Preso un A € (0,1)

Detto cosi, sembra qualcosa di astruso. Analizziamo 'immagine seguente.

f(b) |r====mmm ==

Q
S
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Presi due punti appartenenti all’intervallo e, preso un punto tra i due, che é quindi
una combinazione lineare di x1,x2 con A € (0,1) , ovvero il punto generico:

£=Ar1+ (1 =N

La funzione, per essere convessa nel punto, deve essere minore della stessa combi-
nazione lineare applicata alle immagini di 1, xo . Graficamente, quindi, la funzio-
ne deve trovarsi sotto la retta passante per i due punti. Nel caso cid non avvenisse
la funzione si dice concava.

Il corollario successivo é conseguenza del teorema che chiude il capitolo.

Corollario

Sia f(x) continua e derivabile nell’intervallo chiuso e aperto [a,b] . f(z) si dice
convessa in xg se il suo grafico é sempre al di sopra di quello della sua retta
tangente. Nel caso contrario, si dice concava.

Cio vuol dire che, se la funzione si trova sempre sopra la retta tangente ad essa
nell'intervallo considerato, essa € convessa; concava altrimenti. Ovviamente, se
questo & un corollario deve esistere un teorema dietro di esso. Dimostriamo prima
questo, poi osserviamo il teorema generale.

Dimostrazione:

Se la funzione deve essere sempre maggiore della sua derivata prima, vuol dire
che la differenza tra la funzione e la tangente deve essere positiva, ovvero:

R(x,z0) = f(z) — f(2z0) — f'(zo)(x — 20) >0

Applicando il teorema di Lagrange come nel capitolo precedente:

R(z,x0) = [f'(&) = f'(x0)](z — z0)

Se x > x¢ , allora £ > ¢ . Essendo la derivata prima crescente (vedere il teorema
successivo) ne consegue che f/(§) > f’(x¢) , quindi il termine a destra & positivo
perché prodotto di termini positivi. Se x < g , osserviamo che diventa un pro-
dotto di termini negativi e, quindi, positivo anch’esso.

Procediamo al teorema che ci apre la stra all’utilizzo della derivata seconda.

Teorema

Si f(x) : [a,b] = R . Allora:

(i) se f(x) é derivabile una volta, é convessa in [a, b] se e solo se f'(x) > 0 in [a, b]
ovvero non decrescente;

(ii) se f(x) & derivabile due volte, la funzione & convessa in [a,b] se e solo se
f"(z) >0 Vé€lab].

Dimostrazione:
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(i) Supponiamo che f(x) sia convessa; deve quindi valere la definizione di con-
vessita data sopra. Passando ai vari limiti otteniamo:

f'(z) Sf(y; : i(gj) 2= xT
=10 _ar

y—z
sf'(x) < f(y) Vo <y

Che dimostra il punto uno.

Dal teorema se ne deduce una conclusione fondamentale: studiando il segno della
derivata seconda, possono essere trovati punti di flesso obliqui, in cui la funzione
cambia convessitd. Abbiamo che, se f”(x) cambia segno in g , xg € un punto di
flesso.

Nel prossimo capitolo vedremo lo studio asintotico agli estremi dell’intervallo
e, nei successivi, vedremo come poter calcolare forme indeterminate grazie al
Teorema di De I’Hospytal e come poter approssimare la funzione ad un polinomio
grazie alla regola di Taylor.

2.6 Studio asintotico

Lo studio asintotico si pone come obiettivo quello di studiare il comportamento
delle funzioni nei punti estremanti del dominio. Possono esistere 3 tipi i asintoti:
verticale, orizzontale e obliquo. Vediamo i vari casi in cui si presentano i diversi
asintoti e come calcolarli.

Definizione (Asintoto verticale):

Sia f(z) : I — R ;sia I = (a,b) U (b,c) (ovvero non sia definita in un punto
dell’intervallo). Diremo che f(z) ha un asintoto verticale in x( di equazione
T =1xp se:

lim f(z) =400
T—T0

E indifferente che i limiti destro e sinistro coincidano; si possono avere infiniti di
segno concorde, discorde o presenti solo a destra o sinistra del punto. In questo
caso particolare, chiameremo x = xg un asintoto verticale destro (o sinistro)

Definizione (Asintoto orizzontale):

Sia f(x) : I — R ;sia I = (a,b) conaob= +oo . Diremo che f(x) ha un
asintoto orizzontale di equazione y =1 se:

lim f(x)=1 leR

r—+o00
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Se x — —oo , parleremo di asintoto orizzontale sinistro; se x — +o00o allora diremo
asintoto orizzontale destro.

Osservazione Si noti che f(x) = arctan x presenta due asintoti orizzontali, uno
destro e uno sinistro, per x = £7 .

Un esempio di asintoto verticale ¢ invece f(z) = tanxz , che presenta infiniti
asintoti verticali.

Se, quando x — oo si ha f(z) = +oo , & ovvio che non ¢é presente un asintoto
orizzontale. Si potrebbe non dire nulla sull’andamento della funzione a questo
punto, ma definiamo I’ asintoto obliquo e vediamo che potrebbe essere presente.

Definizione (Asintoto obliquo):
Sia f(x): I — R, I come per I'asintoto orizzontale. Se esistono a,b € R tali che:

lim [f(z) — (ax +b)] =0

T—r00

Diremo che y = ax + b ¢ 1" asintoto obliquo della funzione.

A questo punto, resta solo da determinare i valori delle costanti. Osserviamo che,
se ¢ vera la definizione:

lim@: lim@—i-a—a: lim —— 4+ a=a

=00 I T—=00 I T—>00 X

Quindi, qualora esistesse e fosse finito, per determinare il coefficiente angolare

della retta basta calcolare il lim,_, @ Per calcolare la costante b , a questo
punto, non resta che calcolare il lim,_,oo[f(z) — ax] = b . Se esiste ed ¢ finito,

abbiamo la retta a cui il grafico della funzione tende all’infinito.

Terminiamo con un elenco di come studiare il comportamento asintotico di una
funzione.

1. Studio dei limiti della funzioni ai punti estremanti del dominio, riconoscendo
i vari casi, se presenti;

2. Nel caso fosse possibile I'esistenza di un asintoto obliquo, procedere:

(a) Calcolando lim,_,« @ =a;

(b) Calcolando quindi limz — oo[f(x) —ax] =b .

Un riassunto di tutte le informazioni ricavabili sull’andamento della funzione é
dato nel prossimo capitolo.

2.7 Sommario sullo studio di funzione

2.7.1 Sommario

1. Studio del dominio della funzione: in che intervallo ¢ definita la fun-
zione? Dove é continua? Dove é discontinua? Quali sono gli asintoti ver-
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ticali?Nell’immagine si vede un’iperbole che ha un asintoto verticale in
0.

[[SEERUS I NNV
T

VN SV
T
1

2. Considerazioni di parita: La funzione ha qualche particolare simmetria?
Ricordiamo che se f(z) = f(—=z) la funzione é pari, nonché simmetrica
rispetto all’asse y, mentre se f(r) = —f(—x) la funzione ¢ dispari, nonché
simmetrica rispetto all’origine;

e esempio di funzione pari: x>

T




Capitolo 2. Calcolo Differenziale 35 / 58

8 6 4 2 0 2 4 6 8

3. Studio del segno e degli zeri della funzione: dove la funzione é posi-
tiva? dove negativa? dove si annulla?;

4. Studio dei limiti della funzione per i punti di estremo del dominio e ricerca
degli asintoti orizzontali e obliqui:

e un asintoto orizzontale si ha se lim,_,  , f(x) = [ (asintoto orizzontale
destro)o lim,_,_~ f(z) = I’ (asintoto orizzontale sinistro).In partico-
lare se [ = I’ Iasintoto ¢ lo stesso a destra e sinistra (la funzione ha lo
stesso andamento asintotico per & — +00 );

e un asintoto obliquo si ha se la funzione tende a +00 0 a —c0 a una retta
di equazione y = mx+q . Se tale retta esiste, ossiase Im, ¢ t.c lim, o f(z)—
mx — q = 0 ,i suoi parametri sono determinati dalle equazioni:

{m = limg oo %

q = lim,; o f(z) — ma
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5. Studio della derivabilita e calcolo della derivata prima:

e nei punti di non derivabilita la funzione pud presentare una cuspide ,
un flesso a tangente verticale o un punto angoloso

e cuspide:i limiti destro e sinistro del rapporto incrementale sono
infiniti con segno opposto.

A

¢ >
X0

e flesso a tangente verticale:i limiti destro e sinistro del rapporto
incrementale sono infiniti con segno concorde.
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m,= undefined

f(c)-

0 C

e punto angoloso:i limiti destro e sinistro del rapporto incrementale
esistono finiti ma non coincidenti.

y T
+1.5
11
fiz) = I=l
+8.5
2 -1 1 2
+—8.5

6. Studio del segno e degli zeri della derivata prima: dove f'(z) > 0
f(x) e crescente, dove f'(x) <0 f(z) & descrescente;

7. Determinare punti di minimo, massimo e flesso orizzontale della
funzione. Tali punti sono tutti caratterizzati dall’ avere f’'(z)|s, = 0 e si
distinguono per 'andamento della derivata in un intorno del punto:

e minimo: la funzione & descrescente a sinistra del punto ( f/(z) < 0 per
x — 1z, e crescente a destra ( f'(x) > 0 per z — zd )
e massimo: la funzione ¢ crescente a sinistra del punto ( f/(x) > 0 per

x — x5 ) e descrescente a destra ( f'(z) < 0 per x — x{ )

e flesso orizzontale: la derivata prima non cambia segno in un intorno
del punto.
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8. Studio della derivata seconda, determinando intervalli di convessita,
concavita e punti di flesso obliqui;

9. Disegnare un grafico probabile della funzione.

2.7.2 Esempio di studio di funzione

Studiamo la funzione f(z) =
Studio del dominio

Le condizioni di esistenza da porre sono:

?—34£0=z+#+V3

La funzione dunque é definita negli intervalli (—oo, — \/§) U (— \/g, +\/§) U (+\/§, —i—oo)

. . . .1 + + .
Possiamo avere asintoti verticali per z — —v/3~ , £ — +v/3" , che studieremo
nel dettaglio quando faremo i limiti agli estremi del dominio.

Considerazioni di parita

f(=z) = _;”23_21 # f(x) = funzione non pari
—f(—x) = —% # f(z) = funzione non dispari

Studio del segno e degli zeri

1. segno del numeratore: B+1>0ez> -1
2. segno del denominatore: 2 -3>0e 1< —V3r>+V3

3. zeri: li trovo imponendo ’annullarsi del numeratore = x = —1

Riassumendo quanto detto:
Limiti agli estremi del dominio
limx_>_oo = —0Q

controllo:¢ un risultato coerente con il segno della funzione nell’intervallo consi-
derato? Si!

hmxﬁi Jim = 0
controllo:é un risultato coerente con il segno della funzione nell’intervallo consi-
derato? Si!

hmx_>_ /3t = 400

controllo:é un risultato coerente con il segno della funzione nell’intervallo consi-
derato? Si!

l1mgc_>+ Jim = T
controllo:¢ un risultato coerente con il segno della funzione nell’intervallo consi-
derato? Si!

limxﬁﬂ/? =400
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controllo:é un risultato coerente con il segno della funzione nell’intervallo consi-
derato? Si!

controllo:é un risultato coerente con il segno della funzione nell’intervallo consi-
derato? Si!

1. asintoti orizzontali: nessuno
2. asintoti verticali: z = +1/3
3. asintoti obliqui:

m = lim @il

— r——+00 :c~(x2—3) -
. . 3 _ 3
g =limy 100 f(x) — mz =limy_ 100 % =0
$3+1 — 1

m = limg_, o 7 (22-3)
: : 341-2343
g =lim,;, o f(z) — mz =limy 100 % =0

asintoto obliquo y = x

Derivata

322 (22 = 3) — (z3 + 1)22

fl(x) = (xg — 3)2
~z(2® — 9z —2)
NG

1. punti di non derivabilita: x € Dy N Dy t.c funzione non derivabile Poiche
i possibili punti di non derivabilita sono x = +v/3 , gia esclusi dal dominio,
ove la funzione é continua é anche derivabile

e segno numeratore:
(2 =92 —-2)>0

Il polinomio di terzo grado presenta 3 zeri, due minori di 0, siano
—a, — 8 e uno maggiore di 0,sia y , determinabili in valore con metodi di
approssimazione numerica ma facilmente individuabili da un semplice
studio di funzione. Il numeratore & scomponibile in z(x+a)(z+ ) (z—
v) ,si annulla in «a, 8,0, ed & positivo negli intervalli (—oo, —a] U
[_Ba O] U h/a +OO)

e segno denominatore: sempre positivo all’interno del dominio.

Saltiamo lo studio della derivata seconda e procediamo al disegno del grafico
mettendo insieme le informazioni ricavate.
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2.8 Ordini di grandezza e teoremi di Cauchy e de
I’Hoépital

Facciamo un breve riepilogo di quanto abbiamo detto e analizzato finora; parten-
do da un problema generale, ovvero il descrivere I'andamento di una funzione,
siamo riusciti a definire 'operatore derivata, ricavarne le formule di derivazione,
analizzarne le conseguenze e, proseguendo su questa scia, siamo arrivati a riuscire
a disegnare un grafico probabile della funzione analizzata. Perfetto.

Finora abbiamo scherzato. Questo non vuol dire che tutto quel che abbiamo vi-
sto finora sia inutile, anzi: sono senza dubbio risultati interessanti e degni di nota.
Ma non sono i piu rilevanti nel calcolo differenziale: in questi ultimi due capitoli
analizzeremo la potenza di questo strumento, che ci permettera, oltre a calcolare
limiti di forme indeterminate, di approssimare le funzioni a dei polinomi. No, non
¢ uno scherzo: sin x puo essere approssimato perfettamente a un polinomio. Il che
ha dell’assurdo, ma cosa non lo &, in matematica?

Ma procediamo con calma. Quello é ’obiettivo, ma siamo lontani. Dobbiamo rim-
boccarci le maniche, darci da fare e procedere pitu a fondo nel calcolo differenziale.
La prima cosa di cui dobbiamo parlare sono gli ordini di grandezza. Prendiamo
per esempio la funzione f(x) = e* + x . Cosa possiamo dire quando z — oo ?
Moralmente:

lim e + 2~ lim e = 4+
Tr—00 Tr—r0o0
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Questo possiamo dirlo perché ’esponenziale cresce pitt rapidamente del polino-
mio di primo grado. Ma, rigorosamente, come possiamo rendere I’espressione piti
rapidamente formale? Definiamo ordini di grandezza infiniti e infinitesimali, ne
vediamo i vari esempi e le conseguenze.

2.8.1 Ordini di infinito

Partiamo dall’analizzare ordini di infinito per £ — oo ; consideriamo appartenenti
a questo ordine quelle funzioni tali che:

Tim [f(z)] = +oc
(1l rispettivo, z — —oo & analogo). Appartenenti a questo ordine sono funzioni del
tipo €* | logz , * , a® (con a,a > 0 ), le quali divergono all’infinito. Come pos-
siamo dire quale di queste cresce pit rapidamente delle altre? Il metodo rigoroso
é quello di calcolare il loro rapporto. Ad esempio, possiamo facilmente intuire che

x> cresca piu rapidamente di 22 , ma per saperlo con certezza calcoliamo:

3

. T .
lim — = lim z = 400
T—00 I T—00

Il che conferma le nostre intuizioni. Allo stesso modo:

«

i
T—00 I

Procediamo a definire tutto questo.

Definizione (Primo ordine di infinito):
Siano f(x),g(z) due funzioni tali che:

lim | ()| = lim_|ga)] = +o0

T—r00

Diremo che f ha un ordine di infinito superiore rispetto a g per z — oo
se:

@)
o3 Jg(o)]

:+OO

Allo stesso modo, diremo che f ha un ordine di infinito minore rispetto a
g per T — 0o se:

@)
M ()|

Possiamo avere a che fare con due funzione che hanno lo stesso andamento
all'infinito. Per esempio, se abbiamo f(x) =z g¢g(x) = 2z , abbiamo che:
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Si potrebbe quindi intuire che, se il rapporto, le funzioni hanno lo stesso ordine di
infinito. Approfondiamo un po’ la questione. Prendiamo per esempio le funzioni
f(z) = 2(1 + cos®z),g(z) = x . Abbiamo che:

1 2
lim ST 14 cos?r € [1,2]
T—00 xX T—r00

Quindi, il rapporto non ammette limite, ma sappiamo che z < f(z) < 2z e,
moralmente, f e g tendono all’infinito con la stessa velocita. Quindi, possiamo in
generale definire cosi il successivo ordine di infinito.

Definizione (Secondo ordine di infinito):

Siano f(z),g(x) come sopra; diremo che f e g hanno lo stesso ordine di
infinito per * — oo se:

0<(Cq < lim |f(@)] < Cy
z—00 |g()|

Abbiamo trovato un metodo per determinare, quindi, una “scala” di funzioni in
base alla loro rapidita. E utile, pero, riuscire ad avere un criterio universale che
indichi I'ordine di infinito delle funzioni. Passiamo alla definizione.

Definizione

Sia f(x) come sopra, e sia 2% il polinomio con lo stesso ordine di infinito di f(x)
. Diremo che f(z) é un infinito di ordine o.

La funzione |z| ¢ detta infinito campione per = — o .

Osservazione E facile notare (la dimostrazione & data per esercizio) che, nel
caso di funzioni razionali con numeratore di grado m e denominatore di grado q,
I’ordine di infinito é pari a m-q.

Osservazione Le funzioni logaritmiche ed esponenziali non hanno nessuno ordine
di infinito o, ovvero non esistono polinomi tali che abbiano lo stesso ordine di
infinito di queste funzioni. Cio é facilmente dimostrabile, oltre che particolarmente
importante, come vedremo in seguito.

E rilevante fare una piccola digressione per quelle funzioni che, all’infinito, presen-
tano un asintoto obliquo. Siano g(x) la funzione da analizzare e sia h(z) = ax +b
il suo asintoto; possiamo determinare la funzione f(x) = g(x) — h(z) che sappia-
mo, per definizione di asintoto obliquo data nel precedente capitolo, tendere a 0
quando x — oo . Moralmente, g(z) ¢ un infinito di ordine 1.

Tutto quello che abbiamo detto per x — oo puo essere definito anche per  — xg

Definizione (Terzo ordine di infinito):
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Siano f(x),g(z) due funzioni tali che:

lim |f(z)] = lim [g(z)| = +o0
T—xQ

T—TQ

Diremo che f é un infinito di ordine superiore rispetto a g per x* — zg
se:

f(@)]

v=wo |g(z)]

:+Oo

Diremo che f & un infinito di ordine inferiore a g per x — x( se il limite
del rapporto € 0 e, infine, dati C1,Cy € R, 0 > 0, se

@)l

0<C; < lim <Cy per0<|x—mo <d

z=wo |g(x)]

diremo che f e g hanno lo stesso ordine di infinito per = — g .
Definizione

Se f(z) ha lo stesso ordine di infinito di m diremo che f & un infinito di
ordine o per x — 1z .

La funzione —-— & detta infinito campione per z= — zg .
lz—a0|

Essenzialmente, tutto quello che si é detto per x — oo vale anche per x — xg .
In particolare, anche qui le funzioni logaritmiche, per £ — 0 hanno un ordine di
infinito inferiore a qualsiasi potenza.

2.8.2 Ordini di infinitesimo

Cosl come ¢ stato fatto per gli ordini di infinito, si pud analizzare la rapidita in
cui le funzioni tendono a 0. Diamo un’unica definizione per ordine di infinitesimo,
osservando che nella scrittura £ — x¢ sono inclusi i casi in cui g € R e quando
g = OO .

Definizione ((unica) Ordine di infinitesimo):

Siano f(x),g(x) due funzioni infinitesime per x — =z . Diremo che f & un
infinitesimo di ordine superiore a g per = — x(y se:

)]

z=wo |g(2)|

Se il limite & uguale a +oo , diremo che f & un infinitesimo di ordine in-
feriore a g. Infine, se, preso un intorno di xy (per g = oo si intende valori
sufficientemente grandi), vale la relazione:

0<01§’]CE$) <Oy (C1,Cy3>0

gl\x
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Diremo che f e g hanno lo stesso ordine di infinitesimo.

Come nel caso di infiniti, si introducono gli infinitesimi campioni; diamo una defi-
nizione unica, osservando che valgono le relazioni come precedentemente elencate
(Pesponente dei campioni equivale all’ordine di infinitesimo della funzione).

Definizione (Infinitesimi campioni):
Se zg € R si prende come infinitesimo campione:

|z — x|
Se invece xg = +00 , il nostro infinitesimo campione sara:

1
]

Si ricorda ancora una volta che é I’esponente dei campioni a definire 'ordine degli
infinitesimi.

Prima di passare ai simboli di Landau, diamo qualche esempio di ordini di infini-
tesimo; utilizzeremo limiti notevoli o lasceremo per esercizio le relazioni non gia
dimostrate.

Osservazione Vale il limite:
sin x

lim =0
z—0 X

Da cui deduciamo che sinz ¢ un infinitesimo di ordine 1 per x — 0

Invece, avendo la funzione f(x) = , possiamo osservare:

_1
1422
1

. )
lim 1+1x =1
r—to00 ==
X

Da cui deduciamo che ﬁ ¢ un infinitesimo di ordine 2 per x — £oo

Un altro limite notevole ormai famoso:

. 1—-cosx 1
lim —— =3
z—0 xT 2

Da cui 1 — cosx sappiamo avere un infinitesimo di ordine 2 per x — 0

Lasciamo questa relazione per esercizio:

1

. arctan(=
S0 _
r—+o00 =

(Da cui arctan() ha un ordine di infinitesimo 1 per 2 — %00
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2.8.3 I simboli di Landau

Indicare che una funzione ha un ordine di grandezza superiore o inferiore di
un’altra pud risultare poco pratico, se obbligati a scriverlo per intero. Per nostra
fortuna, esistono dei simboli che ci indicano proprio questa relazione. Definiamoli
e diamo degli esempi.

Definizione (Simboli di Landau):

Per indicare che una funzione ha un ordine di grandezza inferiore di un’altra si
usa la notazione:

f(z) =o(g9(z)) perz— xo

Ovvero il loro limite fa 0; leggiamo la scrittura come: f é un “o piccolo” di g.

Allo stesso modo, per indicare che una funzione ha al piu (ovvero se il loro ordine
di grandezza € al massimo lo stesso in un intorno di xp 'ordine di grandezza di
un’altra utilizziamo:

f(z) =0(g(x)) per z — xo

Ovwvero il loro limite é limitato superiormente da un valore reale; leggiamo questa
scrittura come: f é un “o grande” di g.

Per introdurre questa nuova notazione e chiarire le idee, diamo degli esempi in
base a quello che abbiamo gia detto in questo capitolo.

Poiché il logaritmo ha un ordine di infinito inferiore a qualsiasi potenza per valori
molto grandi, mentre I’esponenziale ha un ordine di infinito superiore a qualsiasi
potenza:

Inx = o(x®) Vao>0 perz — +o0
% = o(e") Vao>0 per z — +o0

Osservazione

1—cosx =o(x) perz—0

Per quanto riguarda gli O grandi, invece, scriviamo una breve tabella sfruttando
i limiti notevoli.

lim, 0 & =1 e’ =1+ 0(x)
lim, o w =1|In(l+2)=0(=)
lim, o “2’” =1 sinz = O(x)
limg_,o 155 =1 cosx = 1+ O(x?)

I simboli di Landau non sono solo belli e carini (oltre che utili a risparmiare tem-
po); attraverso questi possiamo addirittura modificare il concetto di derivabilita.
Vediamo come, in breve.
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Dalla definizione di derivata, possiamo riscrivere la derivabilitd semplicemente
portando al primo membro la derivata prima, ottenendo:

po JE D) = @) = f@h

0
h—0 h

Osserviamo che, se risulta essere derivabile in x , deve valere questa relazione
fondamentale:

f(x+h)— f(x) = f'(x)h+o(h) perz— 0

In parole povere, I'incremento della funzione si puo rappresentare come un termine
di f/(x)h pit un resto che ha un ordine di grandezza inferiore a hper h — 0 .
Magari avete gia sentito parlare di differenziale, ma adesso andiamo a definirlo.

Definizione (Differenziale):

Si usa la seguente notazione:

df (w3 h) := f'(x)h

Che chiamiamo differenziale di f.

Osservazione Il differenziale ¢ un’approssimazione (con un resto pari a un o(h)
) dell’incremento:

Af(xz;h) = f(x+h)— f(z) =df(x;h) per h— 0

Per rendere 'approssimazione rigorosa, si sfruttano i simboli di Landau:

|Af(x;h) — df (x;h)| = o(h) per h—0

Ovvero, il differenziale & un infinitesimo di ordine superiore al primo.

Per quanto riguarda ordini di grandezza abbiamo finito. Sarebbe bello poter dire
“amen”, ma non ¢é il caso, visto che adesso entriamo nel gorgo del calcolo diffe-
renziale. Sebbene pedanti e noiose, tutte queste definizioni ci saranno utilissime
per i prossimi teoremi.

2.8.4 Teoremi di Cauchy e de I’Hépital

Il teorema che andiamo ad enunciare e dimostrare ora ¢ una variante nota del
teorema di Lagrange.

Teorema (di Cauchy):

Siano f(x),g(x) due funzioni continue in [a, b] e derivabili in (a,b) . Allora esiste
& € (a,b) tale che:
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d@<§m—fm>f%a>:0

Breve interpretazione geometrica del teorema di Cauchy: date le due funzione,
consideriamo la funzione vettoriale F'(f, g) che associa ad un punto dell’intervallo
[a,b] un punto nel piano R? di coordinate (f,g) . Il teorema afferma che esiste
sempre un valore £ € (a, b) tale che il vettore incremento v(f(b)— f(a), g(b) —g(a))
sia parallelo al vettore derivata w(f’(z), ¢'(z)) calcolato in . = ¢ .

Procediamo con la dimostrazione.
Dimostrazione:

Consideriamo la funzione:

®®%:dm<5m—fm)f@%—ﬂ®>

Osserviamo che la funzione ®(z) & continua in [a, b] e derivabile in (a, b) . Abbiamo
inoltre che:

Quindi soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle; esiste allora un punto £ € (a,b)
tale che ®'(¢) = 0 . Osservando che:

Ne deriva che:

Che ¢ la conclusione.

Passiamo ad un altro teorema. Informazione preliminare: il nome del teorema &
dato al matematico francese Guillaume Francois Antoine, marchese de L’Hépital
(1661-1704), che pubblico il teorema nel 1692. La regola ¢ in realta dovuta a Jean
Bernoulli, a cui de L’Hoépital pagava una pensione di 300 franchi annui in cambio
degli studi matematici del calcolo infinitesimale. Il marchese pubblico il teorema
in forma anonima ma, una volta che si venne a conoscere il nome, resto nella
storia come teorema di de L’Hépital.

Teorema (Regola di de 'Hopital):




Capitolo 2. Calcolo Differenziale 48 / 58

Siano f(x), g(z) due funzioni derivabili, tali che f(xg) = g(xo) = 0 . Se esiste ed
é finito il limite:

lim I'(z)

=leR
vwo g ()

Allora esiste anche il limite del rapporto delle funzioni e si ha:

TG G
T—x0 ¢ x) T—T0 g’(x)

Gia solo dall’enunciato é effettivamente chiaro quanto sia importante e rilevan-
te questo teorema per il calcolo di limiti di forme indeterminate come %, = -
L’intuizione di partenza per giungere poi alla dimostrazione ¢ che, se le due fun-
zioni tendono a 0 al limite, il valore del rapporto sara dato dalla rapidita con cui
entrambe arrivano a 0; si puo allora pensare di approssimare le funzioni con le
rette tangenti ad esse nel punto e, sfruttando simboli e derivabilita di Landau
riuscire ad ottenere la tesi. Sia pero chiaro, una volta per tutte, che procederemo

direttamente con la dimostrazione del teorema.
Dimostrazione:

Sfruttando il teorema di Cacuhy, poniamo a = x¢,b = z , prendendo £ € (xg, x)

. Abbiamo quindi:
f@) = fxo) f1(E)Y _
e (50 ot 1i6) ="

Ma, visto che per ipotesi f(zg) = g(xo) = 0, otteniamo che:

f(x)g'(€) — g(x) f'(€) =0
f(x)g'(€) = g() f'(€)
flx) _ f(€

g(z)  g'(€)

Osserviamo che, passando al limite per x — g , necessariamente anche & — xg
per continuita della funzione; per ipotesi

f1€)
5520 g'(€) =

Ne segue la conclusione.

2.9 Teorema e polinomio di Taylor

Il capitolo precedente € stata un’agonia di definizioni, ma é finito col botto: le
forme indeterminate sono solo un ricordo, ora che il teorema di de I’Hépital é stato
dimostrato (osservate che, se il limite delle derivate prime é ancora una forma
indeterminata, pud essere iterato il processo alle derivate seconde,terze ecc.).
Abbiamo preannunciato che possiamo approssimare funzioni a polinomi e, per
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vostra fortuna ( o sfortuna?) non stavamo scherzando. Giusto per farci un’idea,
partiamo dalla funzione f(x) = sinz e vediamo come possiamo approssimarla a
un polinomio sfruttando il teorema di de ’'Hépital. Questo algoritmo é macchinoso
e puo essere fatto per qualsiasi funzione nota, ma Taylor arrivera a salvare la vita
(e i neuroni) di noi umani e sara piu facile calcolarli. Ma prima, un po’ di sano

sadismo matematico.

2.9.1 Approssimazioni polinomiali

Abbiamo scelto come cavia sin x . Sappiamo essere derivabile in 0, e la sua derivata

f'(x) = cosx vale 1 in 0, quindi:

sinx =x +o(x) perz—0

Che equivale a dire:

. sinx —x
lim — =0
z—0 xT

Per avere una migliore approssimazione, proviamo a cercare un errore che sia un

o(x?) :

. sinx —=x
lim — =7
x—0 €T

Sfruttiamo il teorema di de 'Hépital:

sinx —x I cosx — 1 1. 1—cosx

lim72: 1m7:—7hm
z—0 x z—0 2x 2 z—0 T

Cio vuol dire che la funzione seno puo essere anche scritta come:

sinz =z + o(x?) per z — 0

Quindi, ’errore che si commette approssimando il seno col polinomio di primo
grado & un o(z?) , che & una migliore approssimazione della precedente. Iteriamo

il processo per ottenere un errore di ordine superiore al terzo:

. sinx —x . cosx —1 1. 1-—cosx
hmig): 111172:—711r1172
z—0 €T z—0 3z 3 z—0 x

Da cui deduciamo che sinz = 2+ O(2?) ; portando il valore —¢ al primo membro

otteniamo:

. sinx —x— %:133
lim 3 =0
z—0 T

1 3

Ovvero, sinx =z — gx?) pill un errore superiore a x° , ovVvero:

sinz =z — —2° + o(z3) perz —0
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Possiamo iterare ancora il processo (stavolta lasciandolo per esercizio), e trove-
remo una migliore approssimazione del seno pari a:

1
sinx = x — 6:63 +o(z!) perz —0

Tutto questo processo puod essere fatto anche per altre funzioni; (per esercizio)
possiamo anche calcolare ’approssimazione polinomiale di e” , ottenendo:

1 1
e”:1+x+§x2+8x3+o(x3) per x — 0
Con questo processo, stiamo iterando a ordini sempre pit alti una funzione nota.
Questo algoritmo conduce direttamente al famoso polinomio di Taylor.

2.9.2 Taylor: formula, dimostrazione e polinomio

Entriamo nel turbine finale in cui approderemo grazie al calcolo differenziale;
useremo tutte le conoscenze finora accumulate. Partiamo fin da subito dal fare
un breve resoconto del concetto di derivata: cercavamo un ente che descrives-
se 'andamento oggettivo della funzione quando questa tendeva ad un punto, e
ricavammo la derivata prima, ovvero il coefficiente angolare della tangente alla
funzione in quel punto. Utilizzando quindi i simboli di Landau, possiamo ripro-
durre quello che abbiamo fatto sopra con sinx come segue, tenendo a mente
I'equazione della retta tangente: t(z) = f(xo) + f/(x0)(x — o)

i @) = [f(z0) + f'(z0) (x — z0)]

T—T0 T — X0

=0

Attenzione a questa conseguenza diretta e non banale:

f(x) = f(zo) + f'(x0)(x — 20) + o(]x — 20|]) perx —0
Ovvero, la funzione si approssima con quella della sua tangente con un errore che
é un infinitesimo di ordine superiore a 1.

Proviamo ad ottenere un’approssimazione pitl precisa. Supponiamo che la funzio-
ne sia derivabile due volte in xg :

i 1) = @0+ ) —a0)] @) = feo) L

T—T0 (x — x0)? a—=zo  2(x — 1) 2

(il calcolo ¢ reso possibile dal teorema di de I'Hopital). Possiamo riscrivere il
seguente limite come:

i 4 @) = [F(@o) + f'(z0) (@ — @0) + 3" (20)(x — w0)’]

=0
T—T0 (J} — ,’,1;‘0)2

Oppure, riutilizzando ancora i simboli di Landau (bisognerebbe fargli una sta-
tual):
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F(&) = Fao) + /@) (&~ w0) + 3 " (z0) (@ — 70)? + olfz — 70f?) per = 0

Nulla di strano? Stiamo ottenendo un polinomio che approssimi la funzione da-
ta. Iteriamo ancora una volta, stavolta ci risparmiamo i calcoli (per esercizio,
confermate questa conseguenza) e otteniamo che:

f(x) = f(xo) + f'(w0) + %f”(fb’o)(fﬁ —20)” + %f’"(wo)(w —20)® + o(|z — z0/*)

Ci sarebbe da aspettarsi una formula generale. Procediamo: teorema, definizione,
dimostrazione. E poi avrete un uomo morto da tempo come ottimo sostituto di

dio.

Teorema (Formula di Taylor):

Sia f(z) : (a,b) — R derivabile n volte in (a,b) e sia xo € (a,b) . Daton € N |
posto per definizione:

T (x5 w0) := f(w0) + f'(w0)(x — 20) + - -~ %f(")(a:o)(x — )"

Avremo che:

lim f(x) - Tn(xv .’L'())

=0
T—T0 (x — )"

O, per dirla ancora in altri modi:

f(@) = Ta(w; 20) + 0|z — wo[")

Che strano oggetto sara mai quel T, (x;zq) ?

Definizione (Polinomio di Taylor):

11 polinomio T, (x; x¢) utilizzato nell’enunciato del teorema si chiama polinomio
di Taylor di grado n della funzione f nel punto =z e rappresenta un’ap-
prossimazione della funzione vicino a xg .

Una. piccola informazione: se g = 0 , il polinomio T, viene spesso chiamato
polinomio di McLaurin.

Osservazione La peculiarita del polinomio di Taylor sta nel fatto che il resto
R, (x;x0) definito come:

R, (z;x0) == f(x) — Th(x; z0)

E nient’altro che un infinitesimo di ordine superiore a |x — z|™ per z — zg .

Procediamo a dimostrare il teorema di Taylor.
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Dimostrazione:
Prendiamo in analisi il limite:

. f(@) = f(wo) = f'(zo) (& —x0) — -+ — Gty S (wo) (& — o)™

T—10 (x — o)™

E applichiamo il teorema di de I’Hépital, ottenendo:

i (@) = f'(wo) = f"(wo) (& — 20) = -+ — gy [V (wo) (& — o)

T—x0 n(x _ .730)"_1

Osserviamo che sia numeratore che denominatore sono infinitesimi, possiamo
quindi applicare nuovamente il teorem di de I’Hépital:

F"(@) = £ (@) — f" (@) (& — 70) — -+ — gy D (o) (& — 20)"?

n—2

lim

r—x0 n(n — 1)(13 — Io)
Iteriamo n — 1 volte il processo (non siamo pazzi da farlo manualmente), otte-
nendo:

(n—1) _ f£(n—1)
i o @) = [ (o) L ™) ()
T—T0 n'(a} — .f(,'o) n!

Mettendo in evidenza il primo termine e il risultato finale, sappiamo che:

LG G bbbt o LA G Gl S DR PN

T—0 (x — )" n!

Portando tutto al primo membro:

lim f@) = fwo) =+ = g £ Vo) (@ — wo)" — if(n)(xo) =0
z—10 (x — zo)" n!
_S@) = fxo) = = Gy SV (o) (@ — xo)" T — i f0 (o) (& — o)™
< lim =0
T—T0 (-75 - xO)n
o fim L@ = Tnl@) _,
T—T0 (,’I; — xo)"

Ovvero la conclusione.

Come utilizzare questo potentissimo strumento? Procediamo funzione per funzio-
ne, rimboccandoci le maniche, e otteniamo i polinomi (o serie, come vedremo) di
Taylor associati ad esse.

1. Esponenziale in zy = 0 Prendiamo come primo esempio f(x) = e*

nel caso in cui g = 0 .Osserviamo immediatamente che qualsiasi derivata
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N

di f(z) = €* & essa stessa e ; poiché zg = 0 , sia ha che ¢* = 1 per
qualsiasi derivata. . immediato il polinomio di Taylor, che € scrivibile in
forma compatta di serie:
2 3 n n k
z _ ryry N
€ =1+a+ >+ 5+ n!—zk!
k=0
Si noti che la serie di Taylor per ’esponenziale coincide con la definizione
data nella sezione delle serie numeriche (casualita?). Per 2y # 0 la situazione
non é cosi diversa:
2

n

(z — z0)" (x — x0) (x —x0)"

v =3 I o [y (g ¢ EI L )
=0

2. Funzioni goniometriche in zy = 0 Partiamo da f(z) = sinz ; osser-
viamo che tutte le derivate pari sono (a meno di cambi di segno) dei seni,
mentre le derivate dispari sono coseni, ovvero:

O () = (=1)Fsinz  fE**D(2) = (=1)Fcosz Vk=0,1,2,...
Poiché g = 0 , abbiamo che:
FEROy=0 fFEHYO) = (-DF VE=0,1,2,...
Ne otteniamo il polinomio (o serie) di Taylor per il seno:
n 22k+1

A 1k
smx—kzo( 1) (2k+1)!VxE]R

Per la funzione coseno la situazione é analoga e inversa; ci risparmiamo i
calcoli (semplici e immediati dati quelli per il seno, si consiglia di farli per
esercizio) e otteniamo immediatamente il polinomio di Taylor per il coseno:

_ E_x
cosx = Z(—l) k). Vr € R
k=0
3. Altre funzioni
e Prendiamo ora in analisi f(x) = {2~ e 29 = 0 . Le derivate della
funzione sono:
1 2 k!
/ — " — — s e (k) T —
f (.Z') (1 o LU)Z’ f (l’) (1 o x)37 7f (.Z') (1 _ k)k+1
Da cui:

F0) =1, f(0) =1, f"(0) = 2,--- fM(0) = k!

Il polinomio di Taylor in questo caso ¢ immediato e vale:

1
1_£:Zxk:1+x+x2+x3+-~+xn
k=0

n

Coerentemente con l’espressione della serie geometrica precedentemen-
te data.
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e Analizzeremo un ultimo caso: f(x) = In(1 + x) , sempre nel caso xg = 0
. Le derivate di f sono:
1 , 1
_1+.’E7 f(l')— (1+JJ)2’

B (z) = (—1)k+1u

f/(l') (1 +$)k

Quindi ci troviamo nella situazione:

F(0)=0,f£(0) =1, "(0) = =1,--- fB(0) = (=1 (& - 1)!
Quindi il polinomio ottenuto sara:

n k 2 3

x ¢ a1 "
k=0

Ci resta da analizzare un’ultima cosa: nella definizione del polinomio di Taylor,
dicemmo che il resto della differenza tra la funzione ed esso era un infinitesimo di
ordine superiore a |z — x| per x — z( . Si pud calcolare esplicitamente questo
resto? La risposta ¢ affermativa e lo dimostreremo attraverso il prossimo teorema.

Teorema (Resto in forma di Lagrange):

Sia f(z) derivabile n + 1 volte; allora 3¢ € (z,z¢) tale che:

f@) =3 2 f® ) e — o)t +

k=0

1
(n+1)!

FODE) (@ — @)™t

Osservazione prima della dimostrazione: il primo termine della somma € il polino-
mio di Taylor per la funzione, il secondo termine é proprio il resto che cerchiamo.

Dimostrazione:

Consideriamo le funzioni:

n

F(z) := Rn(z;20) = f(z) — %f(k) (zo)(x — 20)* e G(z):= (z — zo)" T
k=0

Osserviamo che F(xg) = G(z9) = 0 , quindi possiamo applicare il teorema di
Cauchy alle funzioni:

La relazione ¢é valida per qualche & € (zg,z) . Derivando le due funzione F e G:

Fa)= /@) =3 )@ — 20 e G@)= (n+ (e - a0)"
k=0

Se n > 1 & possibile riapplicare il teorema di Cauchy, trovando un & € (zg, &)
(quindi anche & € (2o, ) )per cui:
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Iteriamo il processo n + 1 volte, dimostrando l'esistenza di un §,4+1 € (zo,x) tale
che:

Osserviamo che F("+1)(z) = f("+1) e GO+ () = (n+1)!, deduciamo (attenzione
poniamo qui £ = &,41 ):

F(@) ~ Flao) = = 7 (€)(G(a) — Glao)

(n+1)

Ricordando le definizioni di F e G otteniamo la conclusione:

Ra,20) = gy € — )

Come volevasi dimostrare.

Essenzialmente, abbiamo finito con la teoria. Il calcolo differenziale ci ha porta-
ti lontani, molto lontani nello studio delle funzioni attorno a determinati punti:
possiamo adesso calcolare limiti di forme indeterminate, disegnare un grafico pro-
babile della funzione, approssimarla a polinomi nell’intorno di determinati punti...
Insomma, ce ne siamo dette tante e abbiamo scoperto cose che non stanno ne’ in
cielo ne’ in terra. Nella prossima sezione tratteremo il calcolo di aree e scopriremo
come tutto questo sia collegato anche al problema di calcolare aree di perimetri
non conosciuti.
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